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移动荷载下黏弹性半空间体上双层板的动力响应 
李皓玉，齐月芹，刘  进 

（石家庄铁道大学 工程力学系，石家庄 050043） 
 

摘  要：采用黏弹性半空间体上无限大双层板模型模拟路面结构，通过三重 Fourier 积分变换得到单位脉冲荷载作用下路面

动力响应的 Green 函数。根据线性系统的叠加原理，利用广义 Duhamel 积分推导出移动荷载作用下路面动力响应的解析解。

采用自适应 Simpson 法编制了计算奇异、振荡函数的广义积分计算程序，完成了路面动力响应从波数-频率域到时间-空间域

的转换。结合算例，对移动荷载作用下路面的振动规律进行研究，讨论上、下层板厚度和板材料的弹性模量对路面动力响应

的影响，明确了路面结构的振动特性，研究结果可为路面结构的设计、施工提供理论指导。 
关  键  词：黏弹性半空间；无限大双层板；动力响应；移动荷载；积分变换 
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Dynamic responses of a two-layer plate on viscoelastic half-space foundation 
under moving loads 

 
LI Hao-yu,  QI Yue-qin,  LIU Jin 

(Department of Engineering Mechanics, Shijiazhuang Tiedao University, Shijiazhuang 050043, China) 
 

Abstract: An infinite two-layer plate on viscoelastic half-space foundation subjected to moving loads is employed as the model of 
pavement structure. The dynamic Green’s function of the pavement under the unit impulse load is developed using a triple Fourier 
transform. Based on the superposition principle of linear system，the analytical solutions of the steady-state displacement and stress 
responses are then derived by combining the generalized Duhamel integral with the Green’s function. The adaptive Simpson 
numerical algorithm is successfully used to calculate the multiple integral of singular and oscillatory function, and transfers the 
solutions from the wavenumber-frequency domain to the time-space domain. The vibration characteristics of the pavement under 
moving constant and harmonic loads are analyzed through some numerical examples; and parameter studies then follow to show the 
effect of plate thickness and elastic modulus of plate material on the dynamic responses of the pavement structure. The results give an 
insight into the vibration regularities of pavement under moving loads, and may have important theoretical significance and reference 
value for the design and construction of pavement. 
Key words: viscoelastic half-space; an infinite two-layer plate; dynamic responses; moving load; integral transform 
 

1 引  言 

随着国民经济和公路交通运输业的快速发展，

高速重载成为道路交通的发展趋势，重型车辆对路

面的动荷载是造成路面破坏的主要原因之一。高速

公路的静力法设计越来越难以满足要求，研究车辆

荷载作用下路面的动力学行为，揭示路面的破坏机

制，推动路面结构设计从静态向动态转化已成为道

路界研究的热点问题之一。 
由于理论分析的复杂性，目前在求解路面结构

动力响应的解析解时，一般将车辆荷载简化为移动

的恒载和简谐荷载，将路面结构简化为黏弹性地基

(Winkler 或 Kelvin)上的 Kirchhoff 薄板。Frýba[1]分

析了移动荷载作用下两端支承有限大板和地基支承

无限大板的动力响应，给出了板挠度的解析解。 
Kim 等[2–4]研究了移动恒载和简谐荷载作用下 Kelvin
地基上无限大 Kirchhoff 薄板的动力响应，采用快速

Fourier 变换进行数值计算，分析了各类参数对板挠

度的影响。Sun[5–6]采用积分变换和 Green 函数法，

求得了移动载荷作用下板瞬态挠度和稳态挠度的积
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分解析解，被周华飞等[7–8]用于研究类似问题。郑小

平利用振型叠加法，得到了运动载荷下弹性地基上

矩形薄板动力响应的级数解[9]。颜可珍[10]采用积分

变换和级数展开相结合的方法，对黏弹性地基上无

限长、有限宽薄板的动力响应进行了研究，给出了

板动力响应的解析解。卢正等[11]采用双重 Fourier
变换，研究了变速荷载作用下黏弹性地基板的振动

特性，分析了荷载加速度对板动态挠度的影响。 
黏弹性地基上的单层板模型结构简单，它以弹

簧和阻尼器模拟地基，以单层薄板模拟路面，既不

能反映沥青路面的层状体系结构，又不能考察波在

地基中的传播。本文在前人研究的基础上对传统的

单层无限大 Kirchhoff 薄板模型进行改进，建立了

黏弹性半空间体上的无限大双层板模型。基于线性

系统的叠加原理，采用积分变换法推导出了移动荷

载作用下双层板变形和应力响应的解析解，结合算

例分析了移动荷载作用下路面的振动特性。 

2  力学模型及其控制方程 

2.1  双层板的运动微分方程 
黏弹性半空间体上的无限大双层板模型如图 1

所示。假设板和黏弹性半空间体之间为光滑接触，

上、下层板可用于描述路面结构的面层和基层，其

厚度、弹性模量、泊松比和密度分别为 1h 、 1E 、 1 、

1 和 2h 、 2E 、 2 、 2 。 ( , , )F x y t 为板受到的车辆

移动荷载， ( , , )P x y t 为黏弹性半空间体作用于板的

垂向反力，参考文献[12]，可推得双层板以垂向位

移 bzw 表示的运动微分方程： 
4 4 4

b b b
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式中： b 1 1 2 2m h h   为双层板单位面积的质量；

D、Dxy分别为板的弯曲；Dk 扭转刚度，其表达式为 
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（2） 
式中：h0为双层板的中性层距板上表面的距离， 
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该问题的边界条件和初始条件可表示为 
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图 1  黏弹性半空间体上无限大双层板 
Fig.1  An infinite two-layered plate on viscoelastic 

half-space foundation 
 

2.2   黏弹性半空间体的运动方程 
黏弹性半空间体的密度、泊松比、弹性模量和

Lamé 常数分别用  、  、E、 、G 表示；x、y、
z 三个方向的位移用 ( , , )i x y zu v wu 表示，则均质各向

同性黏弹性半空间体以位移表示的控制方程为 
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该问题在 , ,x y z      处的边界条

件为 
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（6） 
在 0z  平面处的应力边界条件为 

( , , ) 0 0z xz yzP x y t     ； ；    （7） 

黏弹性半空间体与双层板在接触面上的位移相

容条件为 
b( , ,0, ) ( , , )z zw x y t w x y t       （8） 

2.3  车辆移动荷载的描述 
本文采用矩形均布荷载模拟轮胎对路面的作

用[13]，即假设以速度 v 沿 x 轴正向匀速运动的简谐

荷载 ( , , )F x y t 均匀分布在矩形区域{-l1≤x≤l1, -l2

≤y≤l2}内，对于路面的稳态响应，该荷载可表示

为 
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式中： j 为虚数单位， 2j 1  ； ( )H  为单位阶跃函

数；F0为简谐荷载的幅值； 0 02π f  为简谐荷载的
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加载频率，若令 0 0  ，即表示移动恒载。 

3  动力响应的稳态解析解 

3.1  动力响应的 Green 函数 
根据 Helmholtz 定理，直角坐标系下黏弹性半

空间体的位移矢量可分解为 

1 2 3( , , ) ( , , )i x y z iu v w Φ Ψ Ψ Ψ  u Ψ  （10） 

式中：Φ 、 iΨ 分别为位移 ui的标量势和矢量势。 
令 1 2 3( , , )i ig g g  g Ψ ，展开式（10），可得 
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将式（11）代入式（5），则Φ 和 ig 满足： 
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式中： p ( 2 )C G   为纵波（P 波）波速； 

sC G  为横波（S 波）波速。 
同时，矢量势 ig 还需满足 0i g ，即 
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定义三维 Fourier 变换对为 
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（14） 
对式（12）关于空间变量 x、y 和时间变量 t 进

行三维 Fourier 变换得 
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式（15）所示的微分方程具有如下形式的解： 
p s

4e eB z B z
i iΦ A A  ；g       （17） 

考虑式（6）中 z  时的边界条件，式（17）
舍去了指数增长项 peB z

和 seB z ，Ai为待求积分常数。 
黏弹性半空间体的几何方程和物理方程分别为 
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1
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式中： ik 为应变张量( , , ,i k x y z )； ik 为应力张量；

mm x y z      为体积应长； iku 为 ui 对于 k 取编

导数； kiu 为 uk对 i 取编导数； ik 为 Kroneker 符号，

当 i k 时， 1ik  ，当 i k 时， 0ik  。 
联立式（18）、（19）和式（11），可得用Φ 和 ig

表示的应力分量： 
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推导式（20）时用到了式（12）和式（13）。

将式（13）和式（20）关于空间变量 x、y 和时间变

量 t 进行三维 Fourier 变换，并将式（17）代入，可

得 
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（21） 
以单位脉冲荷载 ( , , ) ( ) ( ) ( )F x y t x y t   代入

式（1），并对式（1）两边关于空间变量 x、y 和时

间变量 t 进行三维 Fourier 变换得 
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根据式（8）、（11）及式（17），可知 
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将式（23）代入式（22）可得 
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由应力边界条件式（7）可知，式（24）即为黏

弹性半空间体表面 0z  处的垂向应力 z 在变换域

内的表达式，即 1 2( , , )z P k k   。 

令  4 4 2 2 2
1 1 2 k 1 22( 2 )xyD D k k D D k k h      ，
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将式（24）和式（7）代入式（21），整理可得 
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求解式（25）可得 
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式中： 

 

2 2 2 2 2 2
1 2 s 1 p 1 2 s

2 2
p s 1 1 2

( ) ( )

  2 2 ( )

k k B D B G k k B

B B D G k k

         
 

 

（27） 
对式（11）进行 Fourier 变换，并将 A1、A2、

A3和 A4的表达式代入，可得 
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B z B z
x

B z B z
y

B z B z
z

u k k k B k B B
G

v k k k B k B B
G

w B k k B B k k
G







 

 

 

       

       

       

（28） 
根据几何方程式（18）和物理方程式（19）可

得变换域内的应力表达式。限于篇幅，下面仅给出

纵向（行车方向）正应力 x 的表达式： 

p

s

2 2 2 2 2
p 1 1 2 s

2
1 p s

1 [( 2 )( )e

4 e ]

B z
x

B z

k Gk k k B
G
Gk B B

 






    
（29） 

对式（28）和式（28）进行 Fourier 逆变换，可

得到单位脉冲荷载作用下黏弹性半空间体的位移和

应力，即黏弹性半空间体动力响应的 Green 函数，

下面仅给出垂向位移和纵向正应力的表达式： 

p

s 1 2

2 2 2
p 1 2 s3

j( )2 2
p 1 2 1 2
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（30） 

p s 1 2

2 2 2 2
p 1 1 23

j( )2 2
s 1 p s 1 2

( , ,0, )

1 1    [( 2 )(
(2π)

    )e 4 e ]e d d d
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G
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
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
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（31） 
3.2  动力响应的解析解 

利用 Green 函数和广义 Duhamel 积分，可以求

出移动荷载作用下黏弹性半空间体上无限大双层板

动力响应的解析解。广义 Duhamel 积分的表达

式 [7–8]为 

1 20

1 2

( , , , ) ( , , )

    ( , , , )d d

t
ki S

ki

u x y z t F

G x y z t S

  

   

 

  

     （32） 

式中：等号右侧是移动荷载和 Green 函数的卷积积

分；等号左侧表示移动荷载 F 沿 ek方向作用在黏弹

性体表面时在黏弹性体内 ( , , )x y z 位置处产生的沿

ei方向的响应。 
将式（9）分别和式（30）、（31）代入式（32），

可得移动简谐荷载作用下黏弹性半空间体的垂向位

移和纵向正应力： 
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（33） 
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（34） 

式中： p 0 1 p( )k vk C  ； s 0 1 s( )k vk C  ，而且 

p sB B、 和 也需作相应修改。 

根据式（8）的位移相容条件，令式（33）中的

0z  ，即得双层板的垂向位移： 

 

0

1 2

j0 1 1 2 2
b 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2
p 1 2 s p 1 2

j ( )
1 2

sin( ) sin( )e
(2π)
1        ( ) 2 ( )

        e d d

t
z

k x vt k y

F k l k lw
k l k lG

B k k B B k k

k k





 

 

 

 

      

 

 

（35） 
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上层板内纵向正应力的表达式为 

 
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1 2
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1 1 2 21
2 2
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（36） 
将式（36）中的 1E 、 1 分别换成 2E 、 2 ，即

得下层板内的应力计算公式。 
式（33）～（36）中，若令 0 0  ，即得移动恒

载作用下黏弹性半空间体上无限大双层板的垂向位

移和纵向正应力的解析解。 

4  数值计算 

移动荷载作用下黏弹性半空间体上双层板位移

和应力响应的解析解均为广义无穷二重积分，且被

积函数振荡、奇异，考虑到积分的复杂性，笔者采

用自适应 Simpson 算法，运用 Mathmatics 语言[14]

在程序对黏弹性半空间体上双层板的动力响应上

的实现。黏弹性半空间体和双层板的材料参数取值

见表 1，数值计算中其他参数取值为，移动恒载

50F kN，移动简谐荷载幅值 0 15F  kN，频率

0 15f  Hz，轮胎接地尺寸 1 0.11l  m， 2 0.16l  m，

行车速度 25v  m/s。 
 

表 1  路面结构的材料参数 
Table 1  Material parameters of pavement structure  

路面 
结构 

层厚 
/ m 

弹性模量 
/ MPa 

泊松比 
密度 

/ (kg/m3) 

上层板 0.15 1 500 0.35 2 613 

下层板 0.20 1 200 0.35 2 083 

地基  50 0.35 2 000 

 
实际计算中，为考虑黏弹性半空间体材料阻尼

的影响，采用线性滞回阻尼理论引入材料阻尼，即 
* * *(1 2j ) (1 2 j ) (1 2j )E E G G         ； ；  

（37） 
式中： 为材料阻尼比，在此取 0.05  。 

4.1  结果验证 
由于缺乏可供直接比较的资料，而本文中的黏

弹性半空间体上无限大双层板模型可以很方便地退

化为黏弹性半空间模型（令双层板的厚度为 0）。

Hung 等[15]曾采用直接积分变换法，计算了黏弹性

半空间体的动力响应，计算所需参数取值为：

20G  MPa， 0.25  ， 2 000  kg/m3， 0.02  。

图 2(a)描述了 Hung 求解得到的移动集中恒载下黏

弹性半空间体内(0, 0, 1)点的垂向位移。图中的纵坐

标采取了标准化处理，即 2π zW Gzw F 。 
根据 Hung 的计算参数，采用自行编制的程序

同样计算了移动集中恒载作用下黏弹性半空间体内

(0, 0, 1)点的垂向位移，如图 2(b)所示。对比图 2(a)
和图 2(b)可见，本文的计算结果与 Hung 的计算结

果是非常一致的。 

 
   (a) Hung 的计算结果          (b) 本文的计算结果 

 
图 2  垂向位移计算结果比较 

Fig.2  Comparison of vertical displacements 
 

4.2   动力响应的分布规律 
图 3(a)为移动恒载作用下 0x  , 0y  处双层板

板底纵向正应力 x 的时程曲线，图 3(b)和 3(c)分别

为 0x  , 0y  处黏弹性半空间体的垂向位移和纵

向应力随深度变化的时程曲线。根据位移相容条

件，图 3(b)中黏弹性半空间体表面 0z  处的垂向位

移即为双层板的垂向位移。 
图 4 为移动简谐荷载作用下 0x  , 0y  处双层

板的垂向位移和板底纵向正应力的时程曲线。由图

3、4 可见，（1） 移动恒载作用下双层板板底纵向

正应力呈现拉压交替状态，当荷载到来及离去时，

计算点呈现压应力状态，荷载到达计算点时呈现拉

应力状态，且拉应力值远大于压应力值。（2）随着

深度的增加，黏弹性半空间体内的位移和应力迅速

衰减。在所给参数下， 0z  m 处的垂向位移最大值

,maxzw 为-0.273 5 mm，纵向拉应力最大值 ,maxx 为

9.46 kPa， 2z  m处的垂向位移最大值 ,maxzw 为-0.11 
mm，纵向拉应力最大值 ,maxx 为 0.037 kPa，垂向位

移下降 59.78%，纵向拉应力下降 99.61%。（3）黏

弹性半空间体内的最大纵向拉应力出现在荷载作用

点两侧，呈现明显的“马鞍”型。（4）移动简谐荷

载作用下双层板的振动频率加剧，荷载到来及离去

时的垂向位移和板底纵向正应力呈现明显的波动趋

势。 
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(a) 双层板板底纵向正应力时程曲线 

 
 (b) 黏弹性半空间体内垂向位移时程曲线 

 
(c) 黏弹性半空间体内纵向正应力时程曲线 

图 3  移动恒载作用下的动力响应 
Fig.3  Dynamic responses under moving constant load 

 

 
(a) 双层板垂向位移时程曲线 

 
(b) 双层板板底纵向正应力时程曲线 

图 4  移动简谐荷载作用下的动力响应 
Fig.4  Dynamic responses under moving harmonic load 

4.3  板厚度对动力响应的影响 
板厚度对黏弹性半空间体上无限大双层板动力

响应的影响如图 5 所示。随着上、下层板厚度的增

加，双层板垂向位移的最大值和板底纵向正应力的

最大值呈抛物线规律下降，符合力学规律。上、下

层板可分别用于描述路面面层和基层的受力和变形

情况，因此，在实际应用中适当增加面层和基层厚

度可减小路面结构的应力和变形，提高其使用寿

命。 
 

 
     (a) 位移                      (b) 应力 

  (a) 上层板 

 

 
      (a) 位移                      (b) 应力 

(b) 下层板 
 

  图 5  板厚度的影响 
 Fig.5  Effect of plate thickness 

 
4.4  板材料弹性模量对动力响应的影响 

上层板材料的弹性模量对黏弹性半空间体上无

限大双层板动力响应的影响如图6(a)所示。上层板

材料的弹性模量越大，双层板垂向位移的最大值和

板底纵向正应力的最大值越小，上层板主要反映路

面面层的受力和变形情况，提高面层材料的弹性模

量可减小车辆荷载对路面结构的破坏。 

下层板材料的弹性模量对黏弹性半空间体上无

限大双层板动力响应的影响如图 6(b)所示。下层板

材料的弹性模量越大，双层板垂向位移的最大值越

小，而板底纵向正应力的最大值越大，下层板主要

反映路面基层的受力和变形情况，路表垂向位移和

基层底部纵向拉应力在路面设计中分别用来控制路

面的车辙变形和疲劳寿命，因此，实际应用中应综

合这两方面的因素合理选择基层材料。 
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     (a) 位移                      (b) 应力 

(a) 上层板材料 

 

(a) 位移                      (b) 应力 
(b) 下层板材料 

 
图 6  弹性模量的影响 

Fig.6  Effect of elastic modulus 
 

5  结  论 
（1）黏弹性半空间体内的位移和应力随着深

度的增加迅速衰减。纵向拉应力的最大值不是出现

在荷载作用点处，而是出现在荷载作用点两侧，呈

现明显的“马鞍”型。 
（2）适当增加面层和基层的厚度有利于降低

路面结构的动力响应，提高路面使用寿命。 
（3）面层和基层材料的弹性模量越大，路表

垂向位移的最大值越小，但基层底部纵向拉应力的

最大值却随基层材料弹性模量的增大而增加，实际

应用中应综合考虑变形和应力两方面的因素合理选

择材料。 
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